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Πλάτων

Η	µαθηµατική	επιστήµη	
είναι	απόλυτη.	
Τα	συµπεράσµατά	της	
αποτελούν	αλήθειες	
αιώνιες,	
οριστικές,	
απόλυτες,	
στατικές.



Η	µαθηµατική	επιστήµη	
είναι	απόλυτη.	
Τα	συµπεράσµατά	της	
αποτελούν	αλήθειες	
αιώνιες,	
οριστικές,	
απόλυτες,	
στατικές.

Οι	µαθηµατικές	αλήθειες	
δεν	είναι	οριστικές	

ούτε	απόλυτες,	
είναι	σχετικές,

Δυναµικές	
και	εξελίσσονται.

Bachelard LakatosPopper



τη	φύση της	µαθηµατικής	αλήθειας
την	εγκυρότητατων	µαθηµατικών	προτάσεων

Το	ερευνητικό	ερώτηµα:	

Είναι	οι	µαθηµατικές	αλήθειες	
οριστικές,	αιώνιες,	αµετάβλητες	και	στατικές
ή	
είναι	σχετικές,	εξελίξιµες	και	δυναµικές;

Ερωτήµατα	σχετικά	µε



Ευκλείδης

Immanuel	Kant

Η	φύση	και	η	δοµή	του	χώρου	
και	η	ανθρώπινη	εµπειρία:	

Ο	χώρος	επεκτείνεται	
ευθύγραµµα,
οµοιόµορφα	

και	απεριόριστα	
προς	όλες	τις	κατευθύνσεις.

Ο	χώρος	είναι	
a	priori	
Ευκλείδειος.



Η	επιφάνεια	(2	διαστάσεων)

Σφαιρική	γεωµετρία

Επιφάνεια	σφαίρας

• Δεν	έχει	όρια	
• Είναι	πεπερασµένη

Ευκλείδεια	γεωµετρία

Επίπεδο

• Δεν	έχει	όρια	
• Είναι	άπειρο

Είναι	δυνατόν	µία	επιφάνεια	να	είναι	πεπερασµένη	αλλά	ταυτόχρονα	να	µην	έχει	όρια.	



Η	ευθεία	(η	συντοµότερη	διαδροµή)

Σφαιρική	γεωµετρία

• Η	ευθεία	της	σφαιρικής	γεωµετρίας	
είναι	ένας	µέγιστος	κύκλος.	

• Δεν	επεκτείνεται	όσο	θέλουµε							
(είναι	πεπερασµένη).		

• Δεν	έχει	όρια.	

Ευκλείδεια	γεωµετρία

• Η	ευθεία	επεκτείνεται	όσο	θέλουµε	
(είναι	άπειρη).	

• Δεν	έχει	όρια.	



1ο Αξίωµα

Ευκλείδεια	Γεωµετρία
Από	κάθε	σηµείο	µπορούµε	
να	φέρουµε µία	ευθεία	που	
να	το	συνδέει	µε	
οποιοδήποτε	σηµείο.	Δηλαδή	
από	δύο	σηµεία	περνάει	µία	
µοναδική	ευθεία.

Σφαιρική	Γεωµετρία
Από	δύο	σηµεία	περνάει	µία	
ευθεία	(µέγιστος	κύκλος),	
εκτός	αν	τα	σηµεία	είναι	
αντίποδες,	οπότε	από	αυτά	
τα	σηµεία	διέρχονται	άπειρες	
ευθείες	(µέγιστοι	κύκλοι).



2ο Aξίωµα

Κάθε	πεπερασμένη	ευθεία	
(τμήμα)	μπορεί	να	
επεκτείνεται	συνεχώς	και	
ευθυγράμμως.

Κάθε	τμήμα	(τόξο	μέγιστου	
κύκλου)	μπορεί	να	επεκταθεί	
μέχρι	να	γίνει	μέγιστος	
κύκλος,	άρα	δεν	μπορεί	να	
επεκταθεί	απεριόριστα.

Ευκλείδεια	Γεωµετρία Σφαιρική	Γεωµετρία



3ο Αξίωµα

Ευκλείδεια	Γεωµετρία
Με	κάθε	κέντρο	και	κάθε	
ακτίνα	µπορεί	να	γραφεί	
κύκλος	.

Σφαιρική	Γεωµετρία
Με	κάθε		κέντρο	και	ακτίνα	
µικρότερη	του	µισού	του	
µέγιστου	κύκλου	µπορεί	να	
γραφεί	κύκλος.



4ΟΑΞΙΩΜΑ

Ευκλείδεια	Γεωµετρία
• Όλες	οι	ορθές	γωνίες	είναι	
ίσες	µεταξύ	τους.

Σφαιρική	Γεωµετρία
• Όλες	οι	ορθές	γωνίες	είναι	
ίσες	µεταξύ	τους.



5ΟΑΞΙΩΜΑ

Ευκλείδεια	Γεωµετρία
• Ισοδύναµο:	 Από	σηµείο	
εκτός	ευθείας	διέρχεται	
µοναδική	παράλληλη	προς	
την	ευθεία.

Σφαιρική	Γεωµετρία
• Από	σηµείο	εκτός	ευθείας		
(µέγιστου	κύκλου)	δεν	
διέρχεται	καµία	
παράλληλη.	

• Δεν	υπάρχουν	παράλληλες		
ευθείες.



Μέτρηση	κύκλου
Βαβυλωνιακά	
µαθηµατικά

Αιγυπτιακά	
µαθηµατικά	

Ελληνικάµαθηµατικά	
Θαλής	
Αναξαγόρας	
Δηµόκριτος	
Ιπποκράτης	Χίος	
Ιππίας	
Εύδοξος
Αρχιµήδης	



Μήκος	κύκλου

Ευκλείδεια	γεωµετρία

L=2πR
Σφαιρική	γεωµετρία

L=?



Μήκος	κύκλου

Σφαιρική	γεωµετρία

Κέντρο:	Λ
Ακτίνα:	τόξο	ΛΜ

Lσφ.
?
= 2π x 𝛕ό𝛏𝛐	(𝚲Μ)

ΛΜ	<	τόξο(ΛΜ)	και	ΚΜ	<	ΛΜ

ΚΜ	<	τόξο(ΛΜ)

2π	∙	ΚΜ	<	2π	∙	τόξο(ΛΜ)

Lσφ. <	2π	∙	τόξο(ΛΜ)

Ευκλείδεια	γεωµετρία

Κέντρο:	Κ
Ακτίνα:	τµήµα	ΚΜ

L	=	2π	x	ΚΜ



Σφαιρική	γεωµετρίαΕυκλείδεια	γεωµετρία

Πως	κατασκευάζουµε	τρίγωνα	στη	σφαιρική	γεωµετρία;	



Το	άθροισµα	των	γωνιών	ενός	τριγώνου

Σφαιρική	γεωµετρία

Α	+	Β + Γ	 ?= π

Ευκλείδεια	γεωµετρία

Α	+	Β	+	Γ	=	π



Το	άθροισµα	των	γωνιών	ενός	τριγώνου

Β = Γ	=	�
�
	ή	90ο

Α	+	Β	+	Γ	=	Α	+	�
�
+	�

�
Α	+	Β	+	Γ	=	Α	+	π

Στη	σφαιρική	γεωµετρία	υπάρχει	
τρίγωνο	στο	οποίο:

Α	+	Β	+	Γ	>	π	ή	180ο



Το	άθροισµα	των	γωνιών	ενός	τριγώνου

Β = Γ	=	�
�
	ή	90ο

Α	+	Β	+	Γ	=	Α	+	�
�
+	�

�
Α	+	Β	+	Γ	=	Α	+	π

Στη	σφαιρική	γεωµετρία	υπάρχει	
τρίγωνο	στο	οποίο:

Α	+	Β	+	Γ	>	π	ή	180ο

& επιπλέον		
Α	+	Β	+	Γ	δεν	είναι	σταθερό	



Το	άθροισµα	των	γωνιών	ενός	τριγώνου

Ισχύει	όµως	το	συµπέρασµα:	

Α	+	Β	+	Γ	>	π	ή	180ο

για	όλα	τα	σφαιρικά	τρίγωνα;

Η	απάντηση	σε	αυτό	το	ερώτηµα	έρχεται	
µέσα	από	τον	υπολογισµό	του	εµβαδού	

του	σφαιρικού	τριγώνου.	



Υπολογισµός	του	εµβαδού	της	ατράκτου

Θα	υπολογίσουµε	πρώτα	το	εµβαδό	της	
ατράκτου	αναλογικά	προς	το	εµβαδό	της	

σφαίρας.	

Εσφαίρας =	4πR2
Εηµισφαιρίου =	2πR2

Χωρίζουµε	το	ηµισφαίριο	σε	κ	ίσες	ατράκτους.	Το	
εµβαδό	κάθε	µιας	από	αυτές	θα	είναι:	

Εκ-ατράκτου	= 	
����

�

Εάν	πάρουµε	λ	τέτοιες	στοιχειώδεις	ατράκτους,	
το	εµβαδό	της	ατράκτου	που	σχηµατίζεται	είναι:	

Εατράκτου =	λ x
����

�
= 	 ����

�

�

Το	πηλίκο	��
�
εκφράζει	τη	γωνία	Α	της	ατράκτου,	

οπότε	το	εµβαδό	της	ατράκτου	θα	είναι:	
Εατράκτου =	2R2A



Υπολογισµός	του	εµβαδού	του	σφαιρικού	τριγώνου

Για	να	σχηµατιστεί	το	σφαιρικό	τρίγωνο,	
φτιάχνουµε	και	έναν	τρίτο	µέγιστο	κύκλο	
που	τέµνει	τους	άλλους	δύο	στα	σηµεία	Β,	

Γ,	Β΄	και	Γ΄.	

Έτσι,	σχηµατίζεται	το	σφαιρικό	τρίγωνο	
ΑΒΓ	και	το	τρίγωνο-αντίποδας	Α΄Β΄Γ΄	που	

είναι	ίσο	µε	το	ΑΒΓ.	



Υπολογισµός	του	εµβαδού	του	σφαιρικού	τριγώνου

Το	σφαιρικό	τρίγωνο	ΑΒΓ	περιέχεται	σε	
τρεις	ατράκτους,	τις	LΑ,	LΒ και	LΓ

Αντίστοιχα,	το	τρίγωνο	Α’Β’Γ’	περιέχεται	
σε	τρεις	ατράκτους,	τις	LΑ΄,	LΒ’ και	LΓ΄

Κάθε	σηµείο	της	σφαίρας	που	δεν	ανήκει	
στο	σφαιρικό	τρίγωνο	ΑΒΓ	ή	στο	

σφαιρικό	τρίγωνο	Α’Β’Γ’,	ανήκει	σε	µία	
µόνο	άτρακτο.

Οι	έξι	άτρακτοι	LΑ,	LΒ,	LΓ,	LΑ΄,	LΒ’ και	LΓ΄
καλύπτουν	όλη	την	επιφάνεια	της	
σφαίρας,	έχοντας	καλύψει	από	τρεις	
φορές	καθένα	από	τα	τρίγωνα	ΑΒΓ	και	

Α’Β’Γ’,	δηλαδή	θα	ισχύει:		



Υπολογισµός	του	εµβαδού	του	σφαιρικού	τριγώνου

LΑ +	LΒ +	LΓ +	LΑ΄ +	LΒ’ +	LΓ 	́=	Εσφαίρας +	2(ΑΒΓ)	+	2(Α’Β’Γ’)

2LA +	2LB +	2LΓ =	Εσφαίρας +	4(ΑΒΓ)	

2∙2R2A	+	2∙2R2B	+	2∙2R2Γ	=	4πR2 +	4(ABΓ)		

4R2A	+	4R2B	+	4R2Γ	=	4πR2 +	4(ABΓ)

R2A	+	R2B	+	R2Γ	=	πR2 +	(ABΓ)	

(ABΓ)	=	R2A	+	R2B	+	R2Γ	– πR2

(ABΓ)	=	R2 (A	+	B	+	Γ	– π)	

Αν	λύσουµε	αυτή	τη	σχέση	ως	προς	
το	άθροισµα	των	γωνιών	του	τριγώνου	…



Το	άθροισµα	των	γωνιών	ενός	τριγώνου

LΑ +	LΒ +	LΓ +	LΑ΄ +	LΒ’ +	LΓ 	́=	Εσφαίρας +	2(ΑΒΓ)	+	2(Α’Β’Γ’)

2LA +	2LB +	2LG =	Εσφαίρας +	4(ΑΒΓ)	

2∙2R2A	+	2∙2R2B	+	2∙2R2Γ	=	4πR2 +	4(ABΓ)		

4R2A	+	4R2B	+	4R2Γ	=	4πR2 +	4(ABΓ)

R2A	+	R2B	+	R2Γ	=	πR2 +	(ABΓ)	

R2 (A +	B +	Γ)	=	πR2 +	(ABΓ)		

A	+	B	+	Γ =	π +	 �
��
	(ABΓ)		

…	διαπιστώνουµε	ότι	το	άθροισµα	των	γωνιών	
του	σφαιρικού	τριγώνου	είναι	πάντα	µεγαλύτερο	

από	το	π	και	µάλιστα	είναι	τόσο	µεγαλύτερο	όσο	
µεγαλύτερο	είναι	το	εµβαδό	του.	



Το	θεώρηµα	του	Girard

(ABΓ)	=	R2 (A	+	B	+	Γ	– π)	

Το	θεώρηµα	αυτό,	γνωστό	ως	θεώρηµα	
του	Girard,	δηµοσιεύτηκε	από	τον	Albert	
Girard	το	1626.		



Γιατί	σφαιρική	γεωµετρία;	

Η	ουράνια	σφαίρα	στην	εποχή	
του	Οµήρου	8ος αιώνας	π.Χ.

Η	αστρονοµία

Ο	ουράνιος	θόλος



Γιατί	σφαιρική	γεωµετρία;	

Η	Γεωδεσία

Η	γη	είναι	σφαιρική



Γιατί	σφαιρική	γεωµετρία;	

Η	Γεωδεσία

Οι	αρχαίοι	Αιγύπτιοι:
και	οι	πληµµύρες	του	Νείλου

Οι	αρχαίοι	Έλληνες:
Γεωδετικά σηµεία	

σε	ναούς,	βωµούς,	ιερά.	

Ο	οµφαλός	της	γης.	
Το	αρχαιότερο	ανάγλυφο	γεωδετικό

δίκτυο,	στο	Αρχαιολογικό	Μουσείο	των	
Δελφών.		



Γιατί	σφαιρική	γεωµετρία;	

Η	Γεωδεσία

Ερατοσθένης,	ο	πατέρας	
και	ιδρυτής	της	γεωδεσίας.	

Η	χαρτογραφία

Ο	χάρτης	του	Ερατοσθένη
σε	κάναβο επτά	µεσηµβρινών	και	επτά	
παραλλήλων,	αποτελεί	την	πρώτη	

απόπειρα	δηµιουργίας	ενός	συστήµατος	
αναφοράς		



Γιατί	σφαιρική	γεωµετρία;	

Η	Γεωδεσία

Ο	Πτολεµαίος.	
Η	Μαθηµατική	Σύνταξις ή	Μεγίστη

Η	χαρτογραφία

Στον	χάρτη	του	φαίνεται	η	προσπάθεια	
αποτύπωσης	της	σφαιρικότητας	της	γης.	



FrencescoRosselli (1508).	Ο	πρώτος	χάρτης	
που	απεικονίζει	όλη	την	υδρόγειο

Mercator (1538)

Al-Idrisi,	12ος	αι.
Μπάιχαϊµ (1492)	πριν	την		
ανακάλυψη	της	Αµερικής	

Cassini,	1682 HermanMoll,	1709

Γιατί	σφαιρική	γεωµετρία;	



Γιατί	σφαιρική	γεωµετρία;	

Ναυσιπλοΐα	– Ωκεανοπλοΐα	

Ο	προσδιορισµός	του	τριγώνου	θέσεως	µε	
τη	βοήθεια	της	γεωγραφικής	θέσης	

(γήινης	προβολής)	ουράνιου	σώµατος.	



Γιατί	σφαιρική	γεωµετρία;	

Αεροπλοΐα	

Τα	αεροπλάνα	κινούνται	πάνω	σε	
µέγιστους	κύκλους.	



Γιατί	σφαιρική	γεωµετρία;	

Μη	ευκλείδειες	γεωµετρίες

Υπερβολική	γεωµετρία	

Από	ένα	σηµείο	εκτός	ευθείας	διέρχονται	
άπειρες	παράλληλες	στην	ευθεία

Ο	Ρώσος	µαθηµατικός	
Nikolai Lobachevsky

Ο	Ούγγρος	
µαθηµατικός	
János Bolyai



Γιατί	σφαιρική	γεωµετρία;	

Μη	ευκλείδειες	γεωµετρίες

Ελλειπτική	γεωµετρία	

Από	ένα	σηµείο	εκτός	ευθείας	δεν	
διέρχεται	καµία	παράλληλη	στην	ευθεία

Ο	Γερµανός	
µαθηµατικός	

Bernhard Riemann

Ο	Γερµανός
µαθηµατικός	

Carl Friedrich Gauss



Γιατί	σφαιρική	γεωµετρία;	

Μη	ευκλείδειες	γεωµετρίες

Η	θεωρία	της	σχετικότητας

Η	καµπύλωση	του	χωροχρόνου	και	η	
ανάγκη	για	µία	ελλειπτική	γεωµετρία.	

Albert	Einstein



Συµπέρασµα

Οι	µαθηµατικές	αλήθειες	δεν	είναι	οριστικές	και	
αµετάβλητες,	είναι	δυναµικές και	εξελίσσονται
καθώς	αναπτύσσονται	τα	µαθηµατικά	µέσα	από	
εσωτερικές	διεργασίες	της	ίδιας	της	µαθηµατικής	
επιστήµης	αλλά	και	από	εξωτερικές	επιρροές,	από	
ανάγκες	και	προβλήµατα	που	θέτει	η	κοινωνία	στην	
επιστήµη.	



Ποια	γεωµετρία	είναι	αληθινή;

Το	ερώτηµα	αν	η	Ευκλείδεια	γεωµετρία	
είναι	αληθής,	δεν	έχει	νόηµα.	
Μία	γεωµετρία	δεν	µπορεί	να	είναι	
περισσότερο	αληθής από	µία	άλλη.	
Μπορεί	µόνον	να	είναι	περισσότερο	
βολική.	

La	science	et	l'hypothèse,	Paris,	1902
(Επιστήµη	και	υπόθεση)



Ο	σχεδιασµός	των	γραφικών	έγινε	στα	λογισµικά	Geogebra και	…


